VARIABLE COMPLEJA I - TEOREMAS DE IDENTIDAD

OBSERVACION: Los coeficientes de la serie de potencias asociada a una funcién analitica son Gnicos.

Teorema: Sea ZCH(Z - a)n una serie de potencias con radio de convergencia p > 0. Entonces la

n=0
funcion f(z ch z—a)" esanaliticaen B(a,p) .
n=0
Definicion: Un conjunto € es conexo si NO se puede poner como union de dos abiertos disjuntos.

De forma equivalente,
Un conjunto Q es conexo si NO existe un subconjunto no vacio de Q abierto y cerrado.

Primer Teorema de identidad: Sea Q un abierto conexoy f eA(Q) . Entonces son equivalentes:
1) f esidénticamente nula Q.
2) Existe un abierto no vacio Q' < Q , tal que f es idénticamente nula Q'

3) Existe un punto z, € €2, tal que f”)(zo) =0, VheN.

Demostracion:
1) = 2) es trivial.

2)=3):Sea z, € Q). Q' abierto = 3r' >0 / B(zo,r’)cQ'.
f eAlQ)=3r>0/ f(z if ( )(z—z) vz € B(z,,r).

n=0
© f n)(zo)

n
(Z -2 ) y como también
n! 0
n=0 .

=0
0= Z—(z - Zo)n y el desarrollo de una funcion analitica es tnico, f ”)(zo) =0, VneN.
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o
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3) = 1): Consideremos el conjunto S = {Z eQ / f2z)=0, Vne N}.
S # J pues por hipétesis z, € S.

S es cerrado pues S = ﬂ f”)fl(O) -por ser interseccion de cerrados-.

neN
S es abierto:
sea weS=f"w)=0 VneN < 0
(,.) = 3r>0/ f(2)=2 —(z2-0)" VzeB(or)
f analiticaen —n!
y por tanto B(a),r) cS.
Como Q es conexo se tiene S = Q. n

Corolario: Si f, g e A(Q), €2 conexo y ambas coinciden en un abierto no vacio de Q, entonces
coinciden en todo Q.



Segundo Teorema de identidad: Sea Q un abierto conexoy f A(Q), aeQy {Zk} una

sucesion de puntos de Q tal que:
1) La sucesion converge a &,
)z, #a VkeN,

3) f(z,)=0 vk eN.
Entonces f es idénticamente nula Q.

Demostracion:
Sea f(z) = ch(z - a)n con Z € B(a, I’) < €2. Queremos probar que todos los coeficientes son
n=0

nulos. Supongamos que alguno es no nulo y sea m el menor niimero natural tal que C,, # 0. Entonces:

((2)=(z-a)" Y6, (z-a)" = (z-a)"-g(2

g(z) = Zcmn(z —a)" es continua en B(a,r) . Como g(zk) =0porserz, #a VkeNy
n=0

Z, — a setiene g(a) =0, es decir c,, = 0. Contradiccion.
Por el teorema anterior se tiene el resultado. n

Definicion: Sea Q es conexo, f GA(Q) no es constante en Qy z, € €2 un cero de f, es decir
f(zo)=0. Se llama ORDEN del cero al menor entero positivo para el que f m)(zo) #0.
Teorema: Los ceros de una funcién analitica no constante son puntos aislados.

1
EJEMPLO: La funcion f(z) = Sen(;j no es analiticaen z = 0.

La razdn es que existe una sucesion de ceros de f que converge a 0.



