ANALISIS DE FOURIER II - TRANSFORMADA DE FOURIER

Def: Sea f una funcién -real o compleja-. Se llama INTEGRAL DE FOURIER o TRANSFORMADA
DE FOURIER de la funcion f , a la funcién F, definida asi: -

4o

Flw)= [ f(t)-e7™dt =3[/ (1)]

-

Def: Se llama TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER de la funcion /' a la funcion f , definida
asi:

4o

Pl [ F(w)-e*daw =57 [F(o)]

—

oo
OBSERVACION: Es condicién SUFICIENTE para que exista la J [ f ] el que “ i (r)|dr < +oo, Esto

se puede expresar diciendo que f € 1 (R) :

Propiedad: (Identidad de Fourier) Se verifica:

- éﬂj £(s)- e‘f‘“‘dg] -e’dw =77 [F(0)]

f0)=5"[3(r )]

Teorema integral de Fourier: Si f es una funcién real, entonces:

=%]‘E f(s)-cosco(m)ds]dm

)= J J-f e’“ds.dw, perosi f es una funcién real, entonces:

es decir,

Demostracion:
Por la identidad de Fourier se tiene

I jf -cosw(t — s)ds- da, pero puesto que cos®(1 —s) es par respecto de @:

Footoe

f(t):—j jf(s)-cosm(i—s]ds-dm. &

) ==



OBSERVACION: La demostracién anterior supone que la funcién J es una funcién continua. En el

supuesto de ser f una funcién continua a trozos, con derivada continua a trozos y absolutamente
integrable, tendriamos la igualdad siguiente:

£l +0);f(z -0) =%TTf(S)'COSw(1 — s)ds-dw

dondef(t+0)=21;r£1+f(t+8)yf(r—0)=elgr£1+f(t—-8).

Propiedades:

@ f una funcién real si y solo si F(-0) = F(w).

@ si f es una funcion real, probar que su espectro de magnitud es una funcion par y su espectro de
fase es impar.

® Si f esuna funcién real y ff(a)) = .‘;’[f(!)] entonces:
a) Si F(@) es real, entonces £ (¢) es una funcién par.

b) Si I (0)) es imaginaria pura, entonces [ (t ) es una funcién impar.

Si f esuna funcion real y 9] /| = R(@)+ jIm(w) entonces: 3[fp] =R(w) y I[f ] = jim(w),

S+ 7(-1)

siendo f,(¢) = =

ket
PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER:

@ LINEALIDAD O PRINCIPIO DE SUPERPOSICION
Hax (1) +a,x,(1)] = a, X, (0)+a,X, ().

(@ ESCALAMIENTO EN EL TIEMPO:

@ DUALIDAD:

@ DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO:

Hx(t —1,)] = X(w) -7,
@ DESPLAZAMIENTO EN LA FRECUENCIA:

S[x(t) : e"“""] = X(w-a,).
® SmvETRIA:

[ x(1)] =27 x(-w).



TRANSFORMADAS SENO Y COSENO DE FOURIER

Def: Sea f una funcién -real o compleja-. Se llama TRANSFORMADA COSENO DE FOURIER de la
funcién £, a la funcién: '

oo

F(w)=5[f(t)]= Jf(!)-cosa)tdt

0

+w

Teorema de Inversién: Se verifica: f f) J AL[F ]" J COSCOI dw.

0
Demostracion:

Supongamos f una funcién real y definida para 7 > 0. Entonces se puede extender de forma PAR a
toda la recta real considerando:

| f(=r)sie<o0
f‘”(‘)u{f(t) sif>0

oo

Entonces: F() = [ e )] j flt) e dr = _[f e_f"”a'r+Tf(t)-e_"“"a’t -

—

J )’ + f(1)-edt =2 J f(t)-coswrdt. Ahora utilizando la identidad de Fourier:
0

1=ttt T ] -

e igual que antes se obtiene:

:%T[Tf(s)-cosamds]-cosmdw, =

Def: Sea f una funcion -real o compleja-. Se llama TRANSFORMADA SENO DE FOURIER de la
funcién £, a la funcién:

oo

E(@)=5[f(t)]= [ /(t)-senwtdt

0

Se verifica: f(¢)=J'[F,] = J.}f;(a)) -sen®it dw. (Teorema de Inversion).
]

S



Propiedad: Sea f € (32[0,+°°) es decir con 2* derivada continua, y supongamos f y [’

absolutamente integrables, entonces: [ £t )] =—7(0)+ a7, f].
Demostracién: (integrando por partes)

s

troa
= _[f’(t)-cosaxdt :[f(t)-cosax];m+ Jf(t)-m-senw!dt =—f(0)+wi[f] =
0 0
La transformada de Fourier y la derivada:

Sea [ continua en R, ;se pueden relacionar la transformada de Fourier de f con la de su derivada?

oo
j I@) et =f () e ]+ joo [ £(2)- e at
donde para que exista la ultima integral imponemos que f sea absolutamente integrable:

oo

“f(t)|dt < 400, lo cual implica que |£|I.I}l.f(t) = 0. Por tanto, en ese caso:

—cn

(@)= jeo-d7(0)]
Es decir la transformada transforma la derivada en el producto por j@.
En general, bajo suficientes condiciones de diferenciabilidad se tiene la expresion:

1r0])= Gy A7)

CONVOLUCION
Def: Sean f] y f, dos funciones. La convolucién de f; y f, es otra funcién definida por la expresion:

e

K50 = [£(s) £(e-s)ds

—a

Se comprueba que la convolucion tiene las propiedades formales de un producto ordinario.

PROPIEDADES DE LA CONVOLUCION:

@ smerrica: £, * £, = £, * f..
@ fix(af))=alfi* 1)
@ Asociativa: f *(g*h)=(f*g)*h

Teorema de Convolucion en el tiempo:

Si XI({D)=3[JC](!)] y XE(&))=J[x2(I)].cm{mces: ﬂ[xl(r)*xz(t)}z X,(a))-Xz(co),

Asi mediante la transformada de Fourier, un producto de convolucién en el tiempo se convierte en un
producto ordinario en la frecuencia.

Teorema de Convolucién en la frecuencia:

8 x (2‘) = 3"'[X ( )] y X, (1‘) J_I[Xz (w)], entonces: 3'1[X] ((0) * XE(CO)] =2m-x, (I)-xz(t).



Teorema de Parseval y Espectro de energia:

Si X(co) = 3[x(t)} entonces:

I|x(t)|2df = é])( () do.

Si se define el contenido de energia, E, de una sefial x(z‘) como la primera integral en la ecuacidén

anterior, entonces, si x(f) representa el voltaje de una fuente conectada a través de una resistencia de |
€, entonces la cantidad £ es igual a la energia total entregada por la fuente. Por el teorema de Parseval,

E ]
E= % “X (a))rdco y a la funcién ‘X (&J)I2 se le llama espectro de energia 6 funcién de densidad

de energia espectral de x(r)‘

FUNCIONES DE CORRELACION:
Def: Sean X, y X, dos funciones. La funcién de correlacién de f; y f, se define por:

R,(7)= le (1) x,(t—7)dt = Ix, (t+7)-x,(t)dt

Andlogamente:

R,(7)= +fxz(t) x, (1= 7)dt = sz(z +7)-x, (¢)dt.
La funcion - T

oo

Rilz)= jx] (1) x(t—7)dt = _[x, (1+7)-x,(¢)dt sellama funcién de autocorrelacién.

—oa

OBSERW;EION: Las igualdades anteriores se comprueban haciendo un cambio de variable. Las
funciones de correlacion dan idea de la interdependencia entre las funciones X,y X,. Si X, (T ) =0 se
dice que X, y X, no estan correlacionadas. Se comprueba que R, (1: ) =R, (*T ) y que

R“(T) =R, (_T)-

Teorema de Wiener-Kintchine:

Dada una funcién real, la transformada de Fourier de su funcién de autocorrelacién coincide con su
espectro de energia.



PROBLEMAS:
@ si F(co) = :?[:f(z‘)} hallar que la transformada de Fourier de £ (¢)-cos@,t es

%F(m —w,)+ % F(w+®,). Encontrar también la transformada de f(r) - sena gt

@ Hallar la transformada de Fourier de la funcién seno de duraci6n finita d. Hacer lo mismo para la
funcién coseno de duracién finita d.

@ Sabiendo que la transformada de Fourier de f (t) ="M ¢s 1a funcion F° (a)) =— hallar la
a +o
) 1
transformada de Fourier de f (1) = — e
a” +i

@ Si f esuna funcién real y ?[f] = R(a))+j1m( ) entonces: 3’[ } R(w)y J[f] Jim(w),
diends fp(f)= f(t)+2f(_t) y f,.(r)= f(f) ;f(_t)

® Probar el teorema de inversion de la transformada seno de Fourier. (Indicacion: considérese la
extensi6n impar de f).

® Comprobar que si f € % [0,-!—00), es decir con 2* derivada continua, y si 'y f ’ son absolutamente

integrables, entonces: J; [ if '(Z )] =—j, [ b ]

@ Comprobar que si / es suficientemente regular y hasta la 2* derivada absolutamente integrable,

entonces: 3c[f"(t)] =—f(0)-w?3[f]; 5’3[)‘”(1‘)] =w-f(0)-w*[f].
Comprobar el teorema de convolucién en la frecuencia utilizando la propiedad de simetria de la
transformada de Fourier.

@ Hallar Ia funcién de autocorrelacion del pulso rectangular. Hallar la funcién densidad espectral de
energia, directamente y a partir de la funcion de autocorrelacion.

® si F(a)) - 5"[}'(1’)], demuéstrese:

2 |F(0) 1<ﬂf s o) s | L0t o |F (@) s—a}—T (o)t

O g F(w)= E[f(t)] Glw)= [ )] demuéstrese:

oo 400

a) _[f(s)g(! —S)ds = o jF(w)G(m)e’”dco;

27 2,

1+Du

v [ Ot-shis= - [ )o@l o ] (6= 5 [ Fo)iano
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