E.T.S.I.T.
VARIABLE COMPLEJA

AMPLIACION MATEMATICAS
PROBLEMAS - 3

1.- Comprobar que:

(a) la funcion f(z) = |z]* es diferenciable en cero pero en ningun otro punto.

b) f(z2)= |xy|% satisface las condiciones de Cauchy-Riemann pero no es
diferenciable en cero.

(c) si f(z) esuna funcidn holomorfa, entonces su parte real y su parte imaginaria son
funciones armonicas.

Z5
d f(2) =?, siz=#0, con f(0) =0 verifica las condiciones de Cauchy-Riemann
pero no es diferenciable en cero.

|z

2.- Hallar la funcién arménica conjugada de u(x,y):xy y la funcion de variable

compleja asociada. Encontrar la armonica conjugada de
u(x, y) = exp(x2 - y2)0052xy :

3.- Determinar cudles de los siguientes polinomios son funciones holomorfas (usar las

condiciones de Cauchy-Riemann):

(a) P(z):P(x+iy):x3—3xy2—x+i(3x2y—y3—y).
(b) P(z)=P(x+iy)=x"+iy*.

(© P(z):P(x+iy):2xy+i(y2—x2).

4.- Hallar la derivada de los polinomios holomorfos del problema anterior. Comprobar

que, en cada caso, P'(z)=P,

X"

5.- Encontrar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

© o 2n+1 ©
™ n(z-
® S(n+2)2"; © iznzn () 30 (22-1)"
n=0 o n! n=0
= (-1)" 2" = niz" = (-1)" ;
© 3 z, ; ® > 03! .) (z+1)
n=0 : noo N o N:
A AN
6.- Comprobar que senz = z—§+§—?+ . Usar el desarrollo en serie de potencias

centrada en el origen de la funcion e’, y la expresion exponencial del seno. Encontrar
también la representacion de cosz en serie de potencias centrada en el origen.

7.- Hallar, en cada caso, si es posible, una funcion holomorfa en todo el plano complejo

tal que:
(a) f(3i)=1y f"(3i)=(3i)", para n>1.
() f(Bi)=1y f”(3i)=n", paran>1.



8.- Hallar el desarrollo de Taylor de f (z) = li en todo z, € C, en que sea posible.
+2

9.- Sea f(z) una funcién entera tal que ‘f(”)(o)‘gl para todo n>0. Demostrar que

ki (z)‘ge‘z‘ para todo zeC.

10.- (a) Dar un ejemplo (si es posible, 0 en caso contrario demostrar que no existe) de
una funcion holomorfa en todo el plano y tal que sus derivadas en el punto 1+i, sean

fO1+i)=2".

(b) Dar razonadamente un ejemplo (o demostrar que no existe) de una funcién f
holomorfa en todo el plano complejo y tal que el conjunto Z( f {z tal que f (z

sea vacio.

11.- Dar razonadamente un ejemplo, o explicar por qué no existe, de cada una de las
siguiente funciones:
(a) f €A(C), no constante y tal que {z tal que f(z) =0} = .

(b) f €3<(¥), no constante y tal que {z tal quef =0} sea no acotado.
(c) f eXH(®), no constante y tal que {z tal que f(z) =0} sea una elipse.

vv

12.- Determinar, en cada caso, el mayor conjunto donde la funcién es holomorfa y
clasificar razonadamente sus singularidades:

@ f(z)=(z+3)e*?, (b) f(z)= : .
2°+1

1 _ 5 o[1), senz

(©) f(z)_—_le : d f(z)=z cos[z)+—z .

1
13.- Demuéstrese que la funcion f (z) = ey Z 17" es holomorfa en el plano excepto

n>0

en el origen y admite el origen como singularidad esencial. Esta funcion no toma
jamas el valor cero. Demuéstrese que toma todo valor distinto de cero en todo disco

perforado 0 <|z < ¢.
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14.- Obténganse los desarrollos de Laurent de f(z)=———-——-,en z=-1, en cada

2(z+D(z+2)’
una de las coronas circulares de centro z = -1, en las que f es holomorfa.

15.- Determinese el desarrollo de Laurent de cada una de las funciones siguientes en el
dominio de convergencia que se indica:

1
(a) f(z)=e*+e” en|z]>0, b 9(z) 2(2+R) en 0<|z|<
16.- Hallar el desarrollo de Laurent de f(z)= _z relativo al punto z =0 en el

(z-1)
conjunto definido |z| <1. Hallar también el desarrollo de Laurent en el conjunto
definido por |z|>1.



17.- (a) Determinar la serie de Laurent de la funcion f (z) = alrededor de z=1, en

2’ +1

la region de convergencia que contiene al origen.

(b) Dar un ejemplo de una funcion f e ﬂ(C—{l}) que tenga una singularidad esencial

en z=i con residuo Res( f,i)=

18.- Hallar la region de convergencia de la serie de Laurent

1 1 .
———+2-4z +8z° -162° +... y encontrar la funcion holomorfa a la que converge.

27° 1
19.- Sea la funcion de variable compleja f (z) tal que la funcion g(z)=(z°+1) f(z) es
holomorfa en todo el plano complejo C.;Cuénto vale f (i) si g(z) estd acotadaen C
y lim(2°+1) f (2)=1?

z—>-1

20.- Hallar las integrales siguientes :

% dt T x senaxdx ﬂ
= a>0 ( )

Zab) ,a,b >0

(@) o a+sen?i 2va’+a’ - (x +b2)2

7 dt 3 z(2a+1) ( ) I X dX nab™ 1>a>-1b>0
®) 'L assenZt)’ 4\/ 78>0 x+b ~sen(a) '

: S X =" -1,b>0
© J.oo(xz+a2()b((x2+b2)_ ab(;b) »a,b>0 ® o x2+b? " 20053 " trazh

+o0 eax
21.- Calcular I_ 1o d x si 0<a <1, utilizando la integracién a lo largo del rectangulo
de vértices: (R,O), (R,Zﬂi), (-R,27zi), (-R,O).

22.- Evallese J.m:llz +1/|dz|. (Demostrar primero que [1+e"| = \/2(1+ cost) )

,, 2n)!
(*) 23.- Obténgase la formula de Wallis: jo ’ cos*"0dé = %%
2" -n!
1 2n
z +E
(Indicacion: Integrar f(z) - sobre |z| =

ZZ

e
24.- Calcular: i{)cz—l

y =-1, e y=1. Utilizar este resultado para calcular dos integrales reales.

dz, donde C es el rectangulo limitado por x=0, x =3,

kz"

. dz, con n entero positivo. Después, muéstrese que

25.- Calcular J}ZM

_[Ozzek“’s"g ~cos(ksenn6?)d 0=2r.



(*) 26.- El polinomio de Legendre P,(z) se define como P,(z) = 1 d [( —1)“]

2".n! dz"
Muéstrese mediante la formula de Cauchy para las derivadas, que:
(& -1)'de o
P(z2) === J. —7, donde z esta en el interior de la curva de Jordan y suave
271 " 2'(¢-2)

por partes.

27.- Aplicar la integracic’)n en el plano complejo para hallar:

[ X sen x
(®) Jlg=2x (Z 7T|) e con n=t (b)J- X241 ax © ,[ X2+9

[ (z+1)c0SZ J' T I 4x
@ Jpmie 28 0z (©) 0 [x2+41|x%+4 ® X2+1dx

o +00 2

dx 1

@ Jo [X2+1j /X () J.o 2+cosxdx
(i) 1— 727k dz, segln los valores de 2 y k, (j) I .

7l iz x +4

27 dpa 244

12
senzdz | »® X 72

() 91(2_;)3 ’ (0 j 0 1+ x2 (m) L_l C0S2Z Sen?z dz

"xadx _
") ,Lx3+1’ donde1>a>-1 (a=0)

dx

siendob>0,a=0, aceR.
—w(x—b)(xz +a2)

(0)

2z cos3tdt 1
( )IO 1—2acost+a’ stendo 0 <a<1. (q)J de
sen nz cos2t
(I‘) -1 (22 1}2 dz (S) o 1-2acost+a?

28- Dar la formula de Cauchy para las derivadas. Aplicar dicha férmula para calcular las
integrales siguiente, siendo k un nimero entero.

eiz oz

——dz, conke N ; L , .0z, con n>1,

= (Z—ﬁi]
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29- Enunciar el teorema de los residuos. Calcular la integral siguiente, donde el camino de
integracion es la circunferencia unidad y = |z| <1:

senz—z
§3 sz
z
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