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/3 OBJETIVOS
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Depastamento de etodos Cuantitatis
enla Econamia y la Gestin

Objetivos Generales

Introducir el calculo de funciones de una variable como
fundamento del analisis econémico marginal y los problemas de
[ optimizacion.

| Matematicas Empresariales Objetivos Especificos

T Doble Grado en ADE y Derecho

Tema 1: Funciones reales de variable real e Conocer las funciones elementales y sus propiedades.

e Asimilar los conceptos fundamentales del céalculo diferencial y sus
I Profesora: . : .
Maria Martel Escobay aplicaciones a problemas de economia.

e Adquirir destreza en el calculo de limites, derivacion e integracién
de funciones de una variable.
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INDICE DE CONTENIDOS 1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Definicion

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL. Una funcién es una correspondencia entre dos conjuntos que asigna a

cada elemento del primer conjunto uno y sélo uno del segundo conjunto.

2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS. fASE

X -y =f(x)

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES.
x : variable independiente,

y : variable dependiente.
Cuando A,B c R, hablamos de funcion real de variable real.

4. INTEGRACION DE FUNCIONES.

diEE diEE

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Dominio 1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Monotonia

Es el conjunto de puntos en los que tiene sentido su expresion matematica. Una funcion f es creciente (estrictamente) si v, y € Dom(f), con  x <y, se

f:A>B, verifica que f(x) < f(y) (f(x) < f(y)).
x =y =f(x). Dom(f)=AcR Una funcién f es decreciente (estrictamente) si Vx, y € Dom(f), con x <,

- S
Ejemplo : Obtener el dominio de las funciones, se verifica que f(x) 2 f(y) (f(x) > f(y)).

a)f(x)=x2+1. b)f(x):%_ ) f(x)=vx —1. Ejemplo:
* estrictamente creciente
ion: 9(x) < g(y)
Solucién: o)
a) Dom(f)=R. b) Dom(f) =R - {1}. ¢) Dom(f) = [1,+0). N T
" 9
Gréfica: PR — AN
Curva del plano dada por los puntos (x,f(x)). f
estrictamente decreciente
f(x) > f(y)
fly)
x y
dER 4 imc] 5
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1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Acotacion

Una funcion f esta acotada superiormente si existe un nimero real M tal
que para Vx € Dom(f) se verifica que f(x) < M.

Una funcion f esté acotada inferiormente si existe un nimero real m tal que
para Vx € Dom(f) se verifica que f(x) 2 m.

Una funcion f esta acotada si lo esta superior e inferiormente.

Ejemplo:

acotada superiormente

f(x)s™m
f
m - / acotada inferiormente
f(x)=m
f acotada
m<fx)<M

dEE

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Convexidad y concavidad

Una funcion f es convexa cuando el segmento que une dos puntos dados
de su grafica queda por encima de la gréfica (forma de U ).

Una funcion f es concava cuando el segmento que une dos puntos dados
de su grafica queda por debajo de la gréfica (forma de N ).

El punto donde una funcién pasa de céncava a convexa o viceversa se
llama punto de inflexion.

Ejemplo:

N

Punto de inflexion
Convexa

dEE

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Optimos o extremos
Optimos o extremos globales o absolutos:

Un punto x* es un méximo global o absoluto de una funcién f <
f(x*)>f(x), Vx e Dom(f).
Un punto x * es un minimo global o absoluto de una funcién f <
f(x*) < f(x), ¥x e Dom(f).

El valor de f(x*) es el valor maximo (o0 minimo) de f en Dom(f).

Optimos o extremos locales o relativos:

Un punto x, es un maximo local o relativo de una funcion f <
f(X,) > f(x), en un entorno de x, (en los alrededores de x,).
Un punto x, es un minimo local o relativo de una funcién f <
f(x,) < f(x), en un entorno de x, (en los alrededores de x,).

dER

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Optimos o extremos

Ejemplo:
| i
I
oo
.
. i * i
1 . + e = i
7 ™ [EA i = |
fom- Minimos locales: x;, X3
. Maximos locales: -2, x,, 4
Minimo global: x,
|-aem Maximo global: 4
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1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Operaciones con funciones

Dadas f:A-R,
X >y =f(x).
« Suma: f(x)+g(x).
« Producto: f(x)g(x).
- Cociente: M’ g(x)=0.
g(x)

« Composicion: f:A—>B, g:B—>C sedefinegof:A>C

(gof)(x)=g(f(x)).

g:A>R,
X =y =9g(x).

Ejemplo: Hallar la funcién resultante de componer las siguientes funciones.

a)f(x)=x* y g(x)=x+1. Setiene que (fog)(x)=(x+1° y (gof)(x)=x>+1

b)f(x)=x> y g(x)=+/x. Setieneque (fog)(x)=x y (gof)(X)=x.

dER o
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1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funcién inversa

Una funcion f(x) tiene inversa, si existe f'(x) tal que:
f:A>B, f':BoA
(f'of)(x)=x%, VxeA

Las graficas def(x) y f '(x) son simétricas respecto a la recta y=x.

y=x Bisectriz
y=X

y=x

dER
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1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funcién inversa

Ejemplo: Célculo de la funcién inversa
Hallar la funcién inversa de las siguientes funciones.
a) y=f(x)=3x+5.

y-5

3x=y-5&x :T:f’*(y), luego f"(x):XT_s.

b) y=f(x)=x*+1.

x*=y -1 x=4y-1=F"(y), luego f '(x)=+/x -1.

X

c)y :f(x):m.

y(x+1)=x © yx-x=-y ox(y-1)=-y <

-y y -1 4 X
== - Y ¢ luego f7'(x) = —.
X ATy (¥), luego f(x) = -~ R

x

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

1. Funcién polinémica:

1. Grado 0,1 o lineal: y=f(x) = ax+b, a,beR (rectas).

2. Grado 2 o cuadratica: y =f(x)=ax?+bx+c, ab,ceR cona=0

(parabolas).

3. Engeneral, grado n: y =P(x)=a,x" +a, X" +..+aX +3a,.
2. Funcién racional: y :f(x):%, P(x) y Q(x) polinémicas con Q(x) # 0.
3. Funci6n potencial: y=x".

1. reZ, polinémica o racional.

2. reQ@, radical.

4. Funcioén exponencial: y=f(x)=a*, a>0.
1. Exponencial natural: y =f(x)=e".

5. Funcién logaritmica: y=f(x)=log,x,a>0, a=1.
1. Logaritmo neperiano: y = f(x) = Inx.

dEE

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

1.1. Funcién polinédmica de grado 0,1 6 lineal: f(x) = ax+b, a,beR.
Se utiliza para representar fenémenos que varian (aumentan o disminuyen)
de forma constante a lo largo del dominio.

Ejemplo previo (Modelo lineal de equilibrio)

—Cuando los precios varian de forma constante a partir de las cantidades
ofertadas y demandadas de un bien dado en el mercado, obtenemos
funciones lineales de la oferta y la demanda. El precio de equilibrio es el
punto en el que ambas funciones se cortan. En esta situacion,
—Obtener el precio de equilibrio asumiendo las siguientes condiciones:
« La demanda semanal de un producto es de 5 unidades cuando el
precio es de 20 unidades monetarias por unidad, y de 10 unidades
cuando el precio es de 15.
« El precio del productor (oferta) ha de cubrir unos costes fijos de 10
unidades y se incrementa en 2 unidades por cada unidad adicional que
se produzca.

14

dER

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

Solucién:
La ecuacion de demanda es la recta p=aq+b, que pasa por los
puntos (5,20) y (10,15). Sustituyendo, queda:

{20 =5.a+b,

—>a=-1b=25=p=-q+25.
15=10-a+h.

La ecuacion de oferta es la recta p=aq+b, que pasa por el punto
(0,10). Sustituyendo, queda:10=a-0+b= b=10=p=aq+10.
Ademas, por cada unidad adicional el precio aumenta en dos unidades:
12=a-1+10=> a=2=p=2q+10.

Por tanto, el punto de equilibrio del mercado vendra dado por:

{p:2q+10

= q=5yp=20=(5,20).
p=-q+25

dER

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

Gréficamente:

oferta

Ap
a:£:2:2 (p=10+2q)
Aq Aq 1

Aq Ap 1
: a=2P_~1_ 4 (p=—q+25
10 | Ap:|> aq 1 (p=-0q+25)

demanda

dER

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

En general: f(x) =ax+b, abeR.

Dom(f)=RR. Gréfica: recta del plano.
. . Af Ay
a: pendientede larectala =—=—-|.

AX  AX

a>0 recta creciente.
a<0 recta decreciente.
b: ordenada en el origen (punto de corte con el eje OY ).

¢ Qué ocurre en los casos a=0, b=0? Representar graficamente.
¢ Qué expresion corresponde a una recta vertical?
¢ Qué ocurre si se tienen dos rectas y=ax+b e y=a’x+d con a=a'?

dER
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1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

1.2. Funcién cuadratica: f(x) = ax2+bx+c, a,b,ceR, a=0.

Se utiliza para representar fendmenos que experimentan un crecimiento
hasta llegar a un maximo y luego decrecen (o al revés hasta llegar a un
minimo), y con comportamientos simétricos alrededor del méaximo (o
minimo)

Ejemplo previo (Precio alojamiento en turismo rural)

Un estudio ha analizado el precio, p, (en €) de los alojamientos de turismo
rural en la isla de La Palma obteniendo que se encuentra relacionado con la
temperatura media de su entorno a través de la funcién cuadratica,

p= —%t2 +5t, donde es t la temperatura.

a) Representar graficamente la funcién p.

b) Determinar cual es la temperatura media que maximiza el precio. ¢ Cual
es el mayor precio que se podria alcanzar?
c) Comparar los precios para las temperaturas de 10 y 30 grados.

dEE

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

En general: funciéon cuadratica :

f(x)=ax®+bx +c, cona=0.
Gréfica: parabola.  Dom(f)=R.

a <0, es cdncava con maximo global en x =-b/2a.
a >0, es convexa con minimo global en x =-b/2a.

x =-b/2a, es el eje de simetria de la parabola.

dEE

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

—Puntos de corte con los ejes:
Eje vertical: x=0=y=c.

b ++/b? —4ac

Eje horizontal: y =0 = ax®+bx+c =0 x=— 28

b? —4ac =0 = un punto de corte (tangencia) con OX.
= {b?—4ac >0 = dos puntos de corte con OX.
b? —4ac <0 = no hay puntos de corte con OX.

Ejemplos: con a>0: o
.1
z
1 | . s

| =
|
|

i i i 3 \ i

20
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1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

Ejemplo previo (Precio alojamiento en turismo rural). Solucion:

p= —%tz +5t, t, temperatura y p, precio.

a) El coeficiente de t? es negativo
por lo que se trata de una parabola
céncava.

Los puntos de corte son (0,0) y o
(40,0).

El vértice: (20,50).

b) La temperatura que maximiza el
precio es de 20°.

El precio maximo es de 50 € I
c) Al ser una funcion simétrica con
respecto al eje, los precios cuando

la temperatura se incrementa o se
reduce una misma cantidad son
los mismos. I
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1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

Aplicacién (Funcion de ingresos).

Dada una funcién de demanda lineal, p=f(q)=b-aq, a,b>0

La funcion de ingresos sera: 1(q) = (b —aq)q = bq —aqg?, parabola céncava.
Ejemplo:

Dada la funcion de demanda p = 1000-2q, calcular el nivel de produccion

que maximiza los ingresos, representar la funcién de ingresos e indicar
donde se alcanza el ingreso maximo.

Solucion:

1(q) = (1000 - 2q)q = 1000q - 2q°.
Puntos de corte: (0,0) y (500,0). }
Maximo en: q =-b/2a =250 = . -
1(250) = 1000 x 250 — 2 x 250 = 125000 u.m.

dER 2

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

1.3. Funci6n polinémica de grado n: y =P(x)=a,X" +a,_X"" +..+aXx+a,.
Dom(f)=R. Gréfica:
- Puntos de corte con los ejes:
ConOY: x=0=y=a,=(0,a)).
ConOX:y=0=a,x"+a, X" +..+ax+a,=0= soluciones reales: X,,X,,...
= (%,,0),(x,,0),....
- Signo del polinomio: Basta calcular los puntos de corte con OX y
evaluar en los intervalos que definen, teniendo en cuenta:
-multiplicidad impar = secante, cambio de signo,
-multiplicidad par= tangente, no hay cambio de signo.
Ejemplo: P(x) = (x + 1)%(x* =5x + 4).
Las soluciones son: x = —1, doble (sin cambio de signo); x = 1,4, simples
(con cambio).

f(x)>0 f(x)>0

dER
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1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

2. Funcién racional:
y=f(x)= % P(x) y Q(x) polinémicas con Q(x) # 0.
Ejemplo previo (Curvas Isocuantas):

Segun el modelo de produccioén de

Cobb Douglas, una representacion 17

de las combinaciones de capital (K) |
y trabajo (L) necesarias para
producir una unidad de producto ;!

podria venir dada por la funcion:
K=1.

L
a)¢,Qué cantidad de capital habria
que invertir si se dispusiera de una
unidad de trabajo? '

b)¢Qué pasaria si se redujera las n

unidades de trabajo?;Y si se i3 3 4 s &

aumentaran? N
.imc}

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

En general, funcién racional:

y=f(x)= M P(x) y Q(x) polinémicas con Q(x) # 0.
Q(x)

Dom (f) =R - {x con Q(x) = 0}.

1

Caso particular: ~ f(x)=—. Gréfica: Hipérbola equilatera.
X

Dom (f) = R - {0}.

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

3. Funcién potencial: y =f(x)=x".

1. Sir e Z, se trata de funciones polinémicas o racionales.
2.SireQ, r=plg =y =f(x)=x""=Yx".

Dom (f): depende de los valores de p y de q.

Casos particulares:

f(x)=/x

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

4. Funcién exponencial: y=f(x)=a*, a>0.

Ejemplo previo (Interés compuesto)

Supongamos que tenemos en el banco un capital de un millén de €.
Determinar el capital que tendremos dentro de 10 afios bajo los dos
supuestos que se describen a continuacion:

a)El capital crece en un 5% de interés anual.

b)EI capital se reduce por comisiones en un 5% anual.

1 2 3 10 c()
(millones)
1.05 110 116 163 I
a  (1x1.059  (1xL05Y)  (1xL05Y)  (1x1.05% (xtosy  (DLOSH=CQLH)
B 1 0.95 0.90 0.86 0.60 (1X0.95Y) =C(1-i)t
(1x0.95%)  (1x0.95)  (1x0.952)  (1x0.959) (1x0.9519)
(.u fua
tam |4
a | b b) | 1™
lo
L les
1 . I\ T——— ] N
T W W W W W oW m e e e dm 27

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

En general, funcion exponencial: y=f(x)=a*, a>0.
Dom (f) =R; f(x)>0, f(0)=1.

Gréfica: parte positiva de OY.

Creciente si a>1, decreciente si 0<a<1.

3

y=f(x) =a,a>1 Ty =f(x) =a*, O<a<l

-1 1 2 3

=~ 28

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

4.1 Caso particular: funcion exponencial natural  y = f(x) = ex.

n
e=lim (14—%) =2.718281...

- El modelo exponencial: y=f(x)=Ce*, (Cykson constantes).

y =f(x)=2¢e*

Temal
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1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

5. Funcién logaritmica: y=f(x)=logx, a>0, a=1. Funcién logaritmica: Graficas:
f(x)=e*
y= logx < a’=x 2z f(x)=Inx 1 /

1 +3
Es la inversa de la funcién exponencial. ;
Dom (f) =R*. . -

e = i F 3

Gréfica: a la derecha de OX. 2 - f(x)=Inx

|
f(1)=0. Creciente si a>1. Decreciente si 0<a<1. N I
5.1 Caso particular:
a=e =y =f(x) =logx=log x = In x = Lx, funcion logaritmo neperiano.

um 30 um 31

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Funciones elementales y
sus gréficas

= Propiedades de los logaritmos:

In1=0 In(x-y)=Inx+Iny
e\nx:X M
N In (7J:Inx—lny
Ine*=x y
Ine=1 Inx"=n-In x
Ejemplos

a) Hallar la solucién de la ecuacion " = 4.
4x =4 < x=1
b) Simplificar In27 —In9.
IN27 -IN9 =In3%* -In3? =3In3-2In3 =In3.

c) Escribir en términos de Inx,Iny y Inz la expresién 3+InM
z

3+InM:3+In(xy)—lnz:3+Inx+|ny—|nz =Ine®* +Inx+Iny —Inz. "

z diEE
)

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Limites y continuidad
Ejemplo (idea intuitiva):

Seay =f(x) :w, con Dom f(x) = (-1,0)U(0,+o), (;Iir’rgf(x)?
x<0 x>0
X f(x) X f(x)
-0.1 1.053 0.1 0.953
-0.01 1.005 0.01 0.995
-0.001 1.0005 0.001 0.999
0 1 0 1

dER

[

. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Limites y continuidad

-El limite de una funcién permite estudiar el comportamiento de la misma
en los alrededores de un punto aeR.

~El limite de una funcion f cuando x tiende a “a” es “L”, limf(x)=L,

cuando las imagenes de puntos proximos a “a” estan proximas a “L”, es
decir: si x esta en un entorno de “a” = f(x) esta en un entorno de “L".

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: Limites y continuidad

Limite en el infinito: Iinjkf(x)z L , si para valores elevados y positivos
(negativos) de x, sus imagenes mediante f se acercan a L.

Ejemplo (idea intuitiva):

-El limite de una funcién es unico. 1 . )
y:f(x):;, Domf(x):R—{O},g,hrpf(x)? T
—Limites laterales: la aproximacién al punto puede ser por la derecha o por o1
la izquierda. 1X0 3(;1 )1(0 3(; - % Jim ~-=0
—Limite por la derecha, limf(x), si nos acercamos al punto por valores ) ’ S \:‘ —
mavores xa 100 0.01 -100 -0.01 | "~
yores. o ' ) 1000 | 0.001 -1000 | -0.001 lim—=0 |-
—~Limite por la izquierda, lim f(x), si nos acercamos al punto por valores " . x> X |
xa 10 0.0001 -10 -0.0001 -
menores. . i N N
—Como el limite es Unico, el limite existe si y sélo si existen los limites
laterales y son iguales: + o0 0 -0 0
am o %
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2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: La derivaday la
pendiente de la curva

Sea f: A > R, X,eA, A conjunto abierto (intervalo abierto o unién de
intervalos abiertos). La pendiente de la recta secante a la curva y= f(x) es:

f(Xg+h) y=ax+b

f(xo +h)=(x,)

f(xo) ------------ (R

omE 42

2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: La derivada y la pendiente
dela curva

La derivaday la pendiente de la curva

Sea f: A > R, X,eA, A conjunto abierto (intervalo abierto o unién de
intervalos abiertos). La pendiente de la recta secante a la curva y= f(x) es:

f(x,+h)

f(%0)

X, X, +h
(%o +h)-f(xp)
h

omE 43

2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: La derivada y la pendiente
dela curva

La derivaday la pendiente de la curva

Sea f: A > R, X,eA, A conjunto abierto (intervalo abierto o unién de
intervalos abiertos). La pendiente de la recta secante a la curva y= f(x) es:

y=ax+b

F(Xg+h) b
f(xo +h)—F(x,)

[
f(xg) [~ : J

dEE a4

2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: La derivada y la pendiente
dela curva

La derivaday la pendiente de la curva

Sea f: A > R, X,eA, A conjunto abierto (intervalo abierto o unién de
intervalos abiertos). La pendiente de la recta tangente a la curva y= f(x) es:

f(x,+h)

f(%,)

oSEE 45

2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Definicién y notacion

Derivada de una funcién en un punto.

f: A—> R, XoeA, A conjunto abierto, es derivable en x, siy sélo si existe y

e F(xg +h)- (%)
es finito umf

-En caso afirmativo, dicho limite se llama derivada de la funcién en x,, y
se expresa con cualquiera de las notaciones siguientes:

vy df _dy (% +h)-f(X%,)
R I Lt
(O también: lim &Y. jim 1) =) |
M0 AX X% X —X

0

—f es derivable en su dominio si lo es en cada punto del mismo, a la

funcion y’=f'(x), se le llama funcién derivada de f.
i) 46

2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Interpretacion
Interpretaciones de la derivada:

Sea f derivable en x,,

- Geométricamente:
f(xo) es la pendiente de la recta tangente a y = f(x) en el punto

(Xo:f(%o)), de ecuacion: |y —f(x,)="F"(X,)(X — X, )

- Matematicamente:

La derivabilidad de una funcién da una idea de la “suavidad” del
trazado de la curva.

- Fisicamente:

f'(x) mide la velocidad (lentitud o rapidez) de variacion de la
funcion respecto a la variacion de x (la variaciéon de y respecto a
x). f(x) se suele llamar la funcién marginal y f(x,) representa la
tasa de variacion o razén de cambio de y respecto a x en X,.

oSEE 47
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2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Continuidad y 2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Derivadas de funciones
derivabilidad elementales
Si f(x) es derivable en x, = f(x) es continua en x,. fx)=c = T09=0, e)f(x)zl f'(x):,i.
f(x)=x" = f'(x)=nx"", X x?
Consecuencias: X ' x 1 —
) ) ) f(x)=a* = f'(x)=a’ln a| 7)H(x)=— fi(x)=—3.
-+Si f(x) no es continua en x, = f(x) no es derivable en x,. fx)=e* = f'(x)=¢’, X 1><
8) f(x)=+vx f'(x)=—.
f(x)=In x = f'(x)=— 100 =Vx =275
Resumen: X 1 )
9)f(X)=—— '(x)
Ejemplos: J1)=7 x? 3x«/—
1) f(x)=21 f'(x)=0. 10) f(x)=3" f'(x)=3"In3.
/ \ 2) f(x)=x f'(x)=1. 11)f(x):ix f,(x):—lr14.
3) f(x) = x> f'(x) = 2x. 4 4
.3 oy av? 12) Hallar la ecuacion de la recta
derivable no derivable (“pico”) no derivable (no continua) 4 f)=x f'(x)=3x 1
5) f(x)=x* £(x) = 4x°. tangente a f(x) =— en el punto x,=1 .
X
um 48 um 49
2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Reglas de célculo de i
derivadas 2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Aplicacion
-Si fy g funciones derivables, entonces, las siguientes funciones Ejemplo: Analisis marginal
lo son, con: F de C C=1(q) Funcién de
g 0 0 uncién de Coste = =
ST+ 000 =00+ g'00) . Ingresos '=o@
- (c-f)'(x)=c-f'(x). Coste marginal a Ingreso marginal dr
> (f-9)'(x) = F'(x)g(x) + F ()9 '(x). c_c da
Coste medio T q Funcién
), £(x)g(x)—f(x)g'(x) ,_. q B=I1-C
- [5] (x) = LI (sempre aue gx)=0), Beneficios
c Beneficios
; . 2 Coste medio dc f dB
Ejemplos: 4} f(x)= T—Se —g = f'(x)= 3: —5e* +%. marginal dq marginales dq
. 4
2) f(x)=3x"+7x*=4Inx = f'(x)=12x" +14x X Ejercicio: Hallar las funciones marginales de las siguientes funciones:
2,% LaX 2 X
3) f(x)= xe N f'(x)=M_ C(q)=3e"-2°
8 I(q) =292 — 3 +1.
4 § X y _2x-e*-x2-e
) 100=05 = =T - s
i 2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Derivadas de funciones
2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Regla de la cadena compuestas

Siy = f(x) es derivable, las siguientes funciones lo son, con:
—Dada la composicion de funciones:

¢ - g(x)="f(x )" = g'(x)=nf(x)""f'(x).
R—)R%R —*g(x) el (X) ef ) f'( )
x——f(x)——9g(f(x)) —g(x)=a'® = g'(x)=a'""-In a-f'(x).
x——————>(gef)(x) - g(x)=In f(x) = g'(x)=ff((:)).
Sif y g son derivables = gof es derivable, con, Ejemplos:

(9°F)(x) = g'(F(x))- F'(x).

NHy=e" = y'=2x.e°".
2y=(x*+2x)" = y'=3(x2+2x)-(2x+2).

4x°
x* 1

3)y=In(x*+1) = y'=

fime) 52 oSEE 53
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2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Regla de la cadena
(continuacién)

-QOtra notacion: y—Uu—oX
Dy = _ e dy _dy du

Siy= =f(x), se tiene: dy _dy au
Py =g(u). u=f(x) se tiene dx —du dx

Ejemplo 1
Dadasy =u?+5u y u=3x2+2x. Hallar g—i

dy dy du 2
L =-2.—=(2u+5)-(6x+2) = . .
X" du dx (2u+5)-(6x+2) =(2(3x*+2x)+5)-(6x +2)

—-+Si x = Xg = U = Uy = f(X,), por tanto, quedaria:

dy| _dy .du
dx x=x, du u-ug=1 () dx x=xo
Ejemplo 2
Dadas y =" y u=x°+6x. Hallar dy para x =0.

dx

dEE

2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Derivada de la funcion
inversa

Siy =f(x) es derivable en x,, con f'(x,) = 3—1 #0, y existe su inversa, f ',

X=X,

1

)

, 0 también, d—x

= " es derivable en y,, con: (f ')'(y,) = ﬁ &
0

)

y=yo (d—y
dx

donde, y, =f(X,).

x=x,

Ejemplo. Dada la ecuacion de demanda, p = 3 -200,/q,
a) Obtener la tasa de cambio de p respecto a q.

1
a) d£=,200.%.q’5 _190

dq Ja
b) Obtener la tasa de cambio de q respecto a p, para p, = 1.
. 1 dp 4 dq 1
b) Sip, =1=3-200 =——.Como —| =-10"#20=>— = .
)SIP \/i = 10° dq 9=, o dp p=po -10°

dEE 8

2. DERIVABILIDAD. CALCULO DE DERIVADAS: Derivadas sucesivas

-8 y=f(x) es derivable en su dominio, y la derivada, y'=f'(x), también lo es,
su derivada se denomina funcion derivada segunda, y se denota:
e " W d%(x) _d?
(70 =1"0 =y = IR EY.
-Si y’=f"(x), también es derivable, su derivada se denomina funcién
derivada tercera, y se denota:

) (x)=f"(x)=y"= v

—En general, si y=f(x) es n veces derivable, se denomina derivada n-ésima
de f o derivada de orden n de f a la funcion que resultar de derivar n veces
la funcién f (neN), se denota por:
d"f(x) d"y
F(x) = y™ = _ )
)=y dx" dx"

dER %6

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES

Se estudian las siguientes caracteristicas de las funciones haciendo
uso del célculo de derivadas.

— Monotonia (crecimiento y decrecimiento).

— Extremos u 6ptimos (maximos y minimos) locales o relativos.
— Posibilidad de que sean extremos globales o absolutos.

— Concavidad y convexidad.

— Puntos de inflexion.

dER

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Monotonia y extremos locales

Ejemplo previo:
En la siguiente figura aparece la gréfica de una funcion f, y las rectas
tangentes en x = —40,0 y 40. ;Qué signo tienen f'(—40), f'(0) y f'(40)?

dER 8

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Monotonia y extremos locales

Seaf:(a,b) - R, derivable en (a,b). Se tiene:
i) Sif'(x)>0=f es creciente en (a,b).
ii) Sif'(x) <0= f es decreciente en (a,b).

Consecuencia:

Si f :(a,b) - R, derivable con derivada continua en (a,b), tiene un maximo o

minimo local (extremo u éptimo local o relativo) en x* (a,b)=f'(x*)=0.

— Los puntos que anulan la primera derivada de una funcién se llaman
puntos criticos (recta tangente horizontal).

— Los extremos locales de una funcion estan entre los puntos criticos.

— No todos los puntos criticos son extremos locales (puntos de inflexion).

dER

Temal
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3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Monotonia y extremos locales

Ejemplo 1: No todos los puntos criticos son extremos locales.

7

dEE

1 Ejemplo 3: i
n 2x
Idem con f(x)= .
/ |- (x) X% +1
f Solucién: T T ;

60

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Monotoniay extremos locales

Ejemplo 2: Hallar los intervalos de crecimiento, decrecimiento y los
extremos locales de  f(x)=3x* -8x®+6x*+3.

Solucién: Puntos criticos: x=0; x=1.

Puntos criticos: x=-1; x=1. ]

dEE

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Concavidad y convexidad

Ejemplo previo

f(x) concava

f(x) convexa

a b c d — Los puntos de inflexién de una funcion estan entre los puntos que
anulan la segunda derivada.
f'(a)>f'(b)>f'(c)>f'(d) f'(a)<f'(b)<f'(c)<f(d) — No todos los puntos que anulan la segunda derivada son puntos de

f'(x) es decreciente (f’(x)<0)

f'(x) es creciente (f’(x)>0)

dER

62

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Concavidad y convexidad

Sea f:(a,b) > R, derivable dos veces en (a,b). Se tiene:

i) Sif"(x)>0=f es convexa en (a,b) (forma de U).
ii) Sif"(x)<0=f es coéncava en (a,b) (forma de N).

Consecuencia:

Si f :(a,b) > R, derivable dos veces con derivadas continua en (a,b), tiene
un punto de inflexion en x* € (a,b) = f "(x*)=0.

inflexion.

dER

)

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Concavidad y convexidad

puntos de inflexion.

f(x)=x* enx=0.

Ejemplo : No todos los puntos que anulan la segunda derivada son

i) 64

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Clasificacion de puntos criticos

Sea f:(a,b) > R, derivable dos veces en (a,b) y sea x*e (a,b) un punto

critico de f. Se tiene:
i)Si f"(x*)>0 = x*es un minimo local de f(f es convexa en un entorno de x*).

ii)Si f "(x*) < 0 = x *es un maximo local de f(f es concava en un entorno de x*).

Criterio general:
Seaf:(a,b) > R, n veces derivable en (a,b) y sea x*e (a,b) tal que,
F(x*)=f"(x*)=f"(x*)=---=f""(x*) =0 y f(x*) 0, entonces:

i) Sin es pary f”(x*)> 0= x *es minimo local.
ii) Sin es pary f”(x*) <0 = x * es maximo local.
iii) Si n es impar = x *es punto de inflexion.

— No todos los puntos de inflexién son puntos criticos, pero si lo son, la
primera derivada que no anulan es de orden impar.

dER
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3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES

Ejemplos

Calcular los puntos criticos y clasificarlos. Estudiar crecimiento y
decrecimiento, concavidad y convexidad y adjuntar las gréficas.

a) f(x) = x*. 3 . )
b) f(x)=3x°+2.

c) f(x) = 3x* —8x> +6x* +3.

c)

dEE &6

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Problemas de optimizacion

Aplicacién : Resolucion de problemas de optimizacion en una variable.

1. Se plantea la funcién a optimizar (funcion objetivo).

2. Se obtienen los 6ptimos o extremos locales de la funcion donde ésta
sea derivable, para ello:
-+ Se obtienen los puntos criticos y se clasifican (monotonia y signo de
la segunda derivada o criterio general).
-+ Se calcula el valor de la funcién en los extremos locales.

3. Se calcula el valor de la funcion en los puntos en los no sea derivable
(por ejemplo, en los extremos de un intervalo cerrado, en puntos de
discontinuidad o en picos), y se compara con el valor obtenido en los
extremos locales.

4. Se estudia, mediante limites, si la funcion esta o no acotada (es decir, si
su valor no tiende a «).

5. Se establecen conclusiones sobre la existencia de éptimos o extremos
globales segun lo obtenido en los pasos anteriores.
.imc} o7

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Problemas de optimizacion

Ejemplo 1: Hallar los 6ptimos de
las funciones siguientes.

1a) f(x) = x* -9x* +23x - 15, en R.

—+Solo hay optimos locales, que no
son globales porque la funcion no esta
acotada (lim f(x) = +e).

1b) f(x) = x* —9x? + 23x - 15, en [0,6].

—Los optimos locales no son globales, :
pero la funcién tiene 6ptimos globales Nl
en los extremos del intervalo. .

68

dER

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Problemas de optimizacion

Ejemplo 2: idem con:

2a)f(x):><+i, en R.
x+1

—+Solo hay 6ptimos locales, que no "
son globales porque la funcioén no esta
acotada (lim f(x)=%e0).

2b) f(x) = x+——, en [0,3].
X+1

—El minimo local es global, y el maximo
global esta en los extremos del intervalo.

dER

3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES: Problemas de optimizacion

Ejemplo 3: Obtener los extremos de la funcién de beneficios:
—(q-3)*+15,0<q<5,

B(q) = 0
@ 11(%) , 5<q<10.

B(10)=46.3

B(3)=15
B(5)=1184

B(0)=6

dER o

4. INTEGRACION DE FUNCIONES: La integral indefinida

F(x) es una primitiva de f(x), si se verifica que F’(x)=f(x).

Ejemplo 1

F(x)=3x?+2x +k es funcién primitiva de f(x) = 6x + 2, ya que F'(x) =f(x).
Ejemplo 2: Hallar la primitiva de f(x) = 6x+2 que pasa por el punto (1,1).
F(M)=3-17+21+k=1 = k=-4=F(x)=3x"+2x-4.

-El conjunto de todas las primitivas de f(x) se llama integral indefinida, y
se escribe:

If(x)dx =F(x)+k, keR para F'(x)=f(x).
Propiedades: Seanf,g:l >R, aeR.
[ e f(x)dx = a[F(x)
[ () + g (x))dx = [f(x)dx + [ g(x)dx

dER
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