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SOLUCION (TIEMPO ESTIMADO: 2 horas, 30 minutos)

2
. iz . T T
1 considérese el problema de valor inicial u, = cosu,; u(O,x):Zx—?xz.

Verificar que se cumplen las condiciones del teorema de Cauchy-
Kovalevsky y encontrar el desarrollo de la funcién hasta los términos de
orden menor o igual a tres.

Solucion:

Como las funciones que aparecen en el problema son analiticas, se cumplen las condiciones del
teorema de Cauchy-Kovalevsky y se puede encontrar la solucidn en serie de Taylor (centrada en el
origen). La solucioén resulta:

2 4
u(t,x):%x+gt—%(x2 _2\/§Xt+t2)+f_8(_gxzt+)(t2 _%ﬁ}"“' n

2 La vibracion de una cuerda de longitud 7 viene regida por la ecuacion en
derivadas parciales u; =u,,; 0<x <z, 0<t. Hallar u(x,t) si las condiciones

iniciales son u(x,0) =sen(x) y u,(x,0)=sen(2x) y se suponen condiciones de
contorno nulas.

Solucion:

Aplicando el método de separacion de variables se obtiene la solucion en la forma

u(x,t)=>"T,(t)sen(nx) con T,(0)=1sin=1 yT (0)=0sin=1,y
n=1

T, (0)=1sin=2, yT,'(0)=0 si ns 2 por las condiciones iniciales.

(
Sustituyendo u(X,t)= iTn (t)sen(nx) en la EDP resulta:
n=1

0.

S [TA(6)+ 07T, (t) sen (nx)
=1
Es decir, hay que resolver los p:oblemas de valor inicial:

) _ lsin=1 _, lsin=2
T/(t)+nT, (t)=0; con T”(O):{Osin;tl’ T, (O):{Osin;éZ'

La solucién resulta entonces:

u(x,t)=cos(t)sen(x)+%sen(2t)sen(2x) O



(1.5p.) 3 Sea la funcién de variable compleja f (z) tal que la funcién

g(z)=(z°+1) f(z) es holomorfa en todo el plano complejo C.

¢Cuénto vale f (i) si g(z) estd acotadaenCy Iim(z3+1)f(z)=1?

z—>-1

Solucion:
Como ¢ (Z) esta acotada en C y es holomorfa en todo el plano complejo C, por el teorema de

L T T 3 _
Liouville, ¢ (Z) es constante en C. Como ademas ZII_)rT_11 g (Z) = ZII_)rE(Z +l) f (Z) =1 resulta
g(z) 1 1+i

-3 - - - D
"+1 —-1+1 2

que g(z)=1. Portanto f (i)=

(3.0p.) 4 calcular las siguientes integrales mediante integracion en el plano
complejo:
2z dt
() .[o 1-2acost+a

. o x¥?
- sl a<l; (b) jo 12

Solucion:

() Laintegral es de tipo I, por lo que hay que emplear la expresion exponencial del coseno e
integrar en la circunferencia unidad. Entonces:

2z dt _ dZ
o 1-2acost+a’ i Iz—lazz—(a2+1)z+a

. Por el Teorema de los residuos, la

integral de variable complea, es igual a: ZHiZ Res(f,a;) siendo f la funcion subintegral, y & los
polos de la funcidn f interiores a la circunferencia unidad. El tnico polo interior a |Z| =1les
Z=a, que es un polo simple.

Como:

. 1
Res(f,a) -im(z-2) az’—(a’+1)z+a B

=lim = 1 = 1
Ha2az—(a2+1) 2a2—(a2+1) a’-1

La integral pedida es en T" es la suma en cada trozo de curva resultado:

1 2z
\zlazz—(a2+1)z+a i2m 2 . . 2
a -1 1-a

2 dt ::‘LJ- dz ::1
o 1-2acost+a’® i J

(b) Como la funcién subintegral es tiene un término con exponente racional, se utiliza como
recinto de integracion el formado por los segmentos [8, R] , [R, 6‘] y los arcos de circunferencia de
radio & y R.. La integral pedida se puede escribir como:

o xY2

jO 1+ X2




7Y?

En el segmento | &, R, _[ dz > 1
omento [ R], J 22 T
. 77
En circunferencia de radio R centrada en el origen, como lim z > = 0, se tiene
o 147
7¥?
dz >0
LR 11 72 RS0 , por el lema 1.
. Z%
En circunferencia de radio & centrada en el origen, como lim z > = 0, se tiene
>0 147
12
z
J.a; 1477 dz ———0 por el lema 2.
Finalmente, en el segmento [R ] hay que notar que Z = xe?” ,y por tanto:
J = I dx = _[ > dx — |
[Re11+4 72 R1+ x? ¢ 1+ X R o

Por el Teorema de los Residuos se tiene que:

7V? 7V?
2l = j 22 47 — 27| Res ~dz,+i |+Res > dz,—i
r1+22 1+z 1+z

12 12 Y2 12
z . . N Z .z i
Por otro lado, como ReS| ——,+I :Ilm(z—l) = lim—=—
1+2 |- 1+z° l>iz+1 2
Y2 1/2 12 —j 12
Res| - ~,—i = |Im(Z+i)Z—2= Iim_Z—_=u
1+2 |2 >-i 1+z° ld>-iz—i =2i
De donde:
(=/4)i (37/4)i
21 = J-dez_ i|& & -2 = I:”—\/5 O
r 1422 2i 2i 2
(15p.) 5 Hallar, razonadamente, x[n], si su transformada z es
X(z):e —1 con ROC: |z|>0.
z

Solucion:

Aqui se puede hallar la serie de Laurent en el origen de X (Z) , Y para eso se puede utilizar la

o0
serie de Taylor de la funcion g(z) =e® = )= (a2 ) . De donde:
n=0




