SOLUCIONES

1 Resolver el problema de valor inicial xz, + Xyz, = 7% con z =1 sobre la curva

inicial y=x>.

. . o dx dy dz dx dy
El sistema asociado a la EDP es el siguiente: — =— =—-. De — =— se deduce que
X Xy z X Xy

dx dz
Xx=Iny+C, luego u =—-X+ Iny es una primera integral del campo. De — = — se deduce que

1 1
Inx=-=+C, luego U, =InX+— es otra primera integral del campo. Se puede comprobar
Z z

(aungque no hace falta, porque no lo pide el problema) que son funcionalmente independientes.
Para hallar la solucién del problema de valor inicial, se elimina el parametro t del sistema:

u, =—t+Int?
{ ! a1 }: t=e“"=u =—e“"+2(u,—1). Y por tanto la solucién, en forma implicita
u,=Int+
1,1 1
resulta; |[-X+Iny=-xe? +2|Inx+=-1|| 0
YA

2 Resuélvase por el método de separacion de variables el siguiente problema:
u, =u, —cosx, 0<x<s; t>0, con condiciones de contorno Newmann nulas y

condicién inicial: u(x,0)=-3cos4x; 0<x<7.

El estudio del problema homogéneo asociado U, =U,, 0 <X <1, t>0 junto con las condiciones

XX

de contorno Dirichlet nulas nos lleva a una solucion del tipo |U (X,t) = ZTn (t)cos NnX| (*). Para
n=0

hallar T, (t) imponemos la EDP inicial y la condicion inicial. Es decir:

Z[Tn' (t)+n’*z°T, (t)}cos NX = —COS X | (de sustituir (*) en la EDP inicial). De donde, igualando
n=0
coeficientes en ambos desarrollos de Fourier se tiene:

(%) [T, (1) + 02T, (t) = {_01 rr: :1 . Ademéas |u(x,0) = Zw:Tn (0)cosnx = —3cos4x|, de
' n=0

donde

0, n#4

-3, n=4
() | T, (0) = { . Resolviendo (**) con las condiciones (**3%*) se obtiene la solucién:

u(x,t):(—1+ e‘t)cosx—3e‘16t coS 4X 0




3 Clasificar las singularidades de las funciones:

a) g

1+cosz
(2)=——+
1—7
Es claro que Z = 7 es un cero simple del denominador. Como también es cero del

denominador, en ese punto la funcién tiene una singularidad evitable. Por otro lado, como el
numerador es una funcion entera, no hay mas singularidades. 0

b) h(z)= dx)

La funcién se puede escribir como h(z) =e?-e2. Lafuncién e’ es entera, y €? tiene una

singularidad esencial en el origen. Por tanto la funcion dada tiene una singularidad
esencial en el origen. Para z # 0, la funcion es holomorfa. 0]

4 Calcular las siguientes integrales mediante integracién en el plano complejo:

Z2 d
) J'Z_l C0S27sen3z

La funcion subintegral tiene un cero triple en Z =0 que es cero doble del numerador. Los otros
ceros del denominador estan fuera del recinto de integracion, por tanto

| =2;zi-Res(oj=2;ri. 0
o \/; B

La integral pedida es del tipo IV. Aunque se puede aplicar el recinto de integracion tipico de estas
integrales, también se puede aplicar el de la figura, que tiene la ventaja de encerrar en su interior
.

—I1
s6lo un polo: la primera raiz del denominador z;, = e4 .

Los lemas 1 y 2 de Jordan aseguran que las integrales sobre los
Ri arcos tienden a cero cuando R > y £ > 0. Para zZ € [5, R],
Y la integral tiende a |. Para ze [Ri,gi], se pude poner
i 3z;
X 7, Z=Xe? ,y laintegral en ese segmento tiende a —€ 4 - 1. Por
otro lado, el teorema de los residuos asegura que:
: Jz .
ef —~ = dz=2niRes(f,z).
S [ (f.2)
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1-e* |l =2ziRes(f,z)=27xilim————= ,
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De donde |l = 2 = ) 0




5z
(1-22")(3-27)

discreto x[n]. Dibujar el diagrama de los ceros y polos de X (z),yla ROC sila

5 Sea X(z)= la transformada Z de una sefial de tiempo

sefal x[n] es bilateral. Hallar finalmente x[n].

El diagrama de ceros (Z =0) y polos

. 1

: . (z==, z=2)asicomo laregion de
i U = 3

: , e

¢ R I V! B

1 ,
convergencia (5 < |Z| < 2)esta

representada en la figura, pues procede de
una sefial bilateral.

-1
Para hallar x[n] consideramos > = A + B dedonde A=1y
(1-22%)(3-z7) 1-2z' 3-77
1 n
B =-3. Por tanto: X[n]=—2nu[—n—1]—(§j u[n] O

6) Demostrar que la transformada de Fourier de la funcién de autocorrelacién
de una sefial real x(t), y(t):[wx(u)x(wu)du es igual al cuadrado del

médulo de la transformada de Fourier de x(t), |X ().

Se puede demostrar usando directamente la definicion de transformada de Fourier sobre la funcion
de autocorrelacion, y teniendo en cuenta que la sefal X(t) se deduce el resultado. También

escribiendo la funcién de autocorrelacion como una convolucién. O



