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SOLUCIONES:

1 Definir qué se entiende por curva integral de un campo vectorial V. Hallar las curvas
integrales del campo vectorial V =(x?,y?,z(x +Y)).

Solucion:

Una curva C de ecuaciones en forma paramétrica: (X, Y, Z) = (X(t), y(t), Z (t)) se llama curva integral
del campo vectorial V = ( P (X, Y, Z) , Q(X, Y, Z), R(X, Y, Z)) , si en cada punto de la curva C el vector
dy dz

dx
tangente a la curva es paralelo al campo. Es decir, se cumple el sistema de ecuaciones: — = 6 = R
Para hallar las curvas integrales de un campo vectorial hay que encontrar dos primeras superficies
integrales del campo V. En el ejemplo del problema:
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, ¥ resolviendo la primera ecuacidn se tiene una primera integral:
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Para hallar otra primera superficie integral se puede utilizar la anterior, pero es mas facil hacer lo siguiente,
restando numerador y denominador en la primera ecuacion:
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—, que se puede integrar

para resultar: In(x— y) = In( )+C =u,

Por tanto las curvas integrales de V se expresaran como la interseccion de esas primera superficies
integrales:

Se puede comprobar que las superficies integrales halladas son funcionalmente independientes.

O

2 Deducir razonadamente la solucién estacionaria del problema definido por la ecuacién en
derivadas parciales: V,(x,t) =4V, (x,t); para 0<x<2, 0<t, con las siguientes
condiciones de contorno e iniciales:

V. (0,t)=0; V,(2,t)=0; paraO<t.

V(x,0)=1-|x-1; para0<x<2.

Solucion:

El problema pide “deducir razonadamente la SOLUCION ESTACIONARIA” de un problema de la
ecuacion del calor con condiciones de contorno nulas sobre la derivada (es decir extremos aislados):



V. (0,t)=0; V,(2,t)=0; paraO<t.

Como se ha visto, la solucion estacionaria de este problema es constante e igual al valor medio de la
distribucion inicial: V (x,0) =1-|x—1]; para0<x<2.

I 1-|x=1dx 1
Por tanto la solucion estacionaria resulta: limV (x,t) = T E
t—oo
Para calcular esa integral, lo mas sencillo es representar la funcion subintegral:
e
i) 2

También se puede resolver el problema por el método de Fourier y calcular finalmente limV (x,t). [
t—o0

3 Definir funcién analitica en un conjunto Q. Hallar en cada caso si es posible, o explicar
por qué no existe, una funcion entera, no nula y tal que:
@@ f(-i)=1y f”(-i)=(3i)", paran=1.
(b) f(i)=0y f”(i)=0,paran=>1.

Solucion:
@ f(-i)=1y f”(-i)=(3i)", paran=1.

En esas condiciones la funcion entera (analitica en todo C) de existir ser, por el teorema de Taylor:

= f(j = (3i)" = (3i( .
Z%(Hi)n =Z(3r:) Z+1i) z( Iz +] ) =e%3  que es entera pues el
n=0 . n=0 . n=|

exponente y la funcién e’ son funciones enteras. [

(b) f(i)=0y f”(i)=0, paran=>1.
En estas condiciones, el Primer Teorema e Identidad nos asegura que la Unica funcion entera (analitica

en el abierto conexo que es todo el plano complejo) y que es igual a cero en un punto (en punto i en el
ejemplo) y todas sus derivadas en ese punto son nulas, es la funcion idénticamente nula. Por tanto, no

existe una funcién entera no nula que cumpla el aparado (b). [

4 calcular razonadamente la siguiente
integral mediante métodos de variable
compleja:

J'xadx donde1>a>-1, (a=0)

2r.

(En el dibujo A=Re? )
Solucién:

Si llamamos I al recinto de la figura, la integral de variable compleja en T sera igual, por el Teorema

de los residuos, a: Zﬂiz Res(f,a;) siendo f la funcion subintegral, y @& los polos interioresa I' de la
funcion f. Los Unicos polos interiores al recinto se calculan hallando los ceros del denominador:



2+1=0, = z=%-1=3/¢" { , para0<k< 2} Luego el tnico polo interior a " es

zj

z=e*". El residuo resulta:
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Por otro lado la integral en I" es la suma en cada trozo de curva resultado:
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1 =0; y para la integral en el segmento [A,B] hay que observar que en ese caso
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5 Definir transformada z de una sefial de tiempo discreto. Hallar x[n] si su transformada z
es

X(2)=——+
@ 1-2z7% 1-4z7

y su region de convergencia contiene a la circunferencia unidad.

Nl |~

Solucion:

Aqui es fundamental tener presente la region de convergencia:

....................

1
Asi que el primer sumando de la tranformada, ﬁ corresponde a una sefial a izquierdas, y el
—Z27



segundo, — » auna sefial a derechas. Por tanto la sefial pedida es:
z
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x[n]=+%+(2) u[-n-1]+1(%) u[n]

El mismo resultado se obtiene manipulando ambos sumandos con la formula de la suma de una serie

geométrica y teniendo presente la region de convergencia, es decir que X (Z) converge para

[

1<|z|<2.

6 calcular razonadamente la transformada de Laplace de la funcion x(t)=t-e™-u(t),
con a>0. Deducir la region de convergencia y hallar los ceros y los polos de la

transformada.

Solucion:
Aqui se puede aplicar la definicidn de transformada de Laplace a la sefial dada, o bien hacer lo que

sigue:

_ 1
Como e *-u (t)@)—, con RC: Re(s)>—a que se comprueba facilmente.
S+a

Y, ademés, se tiene la propiedad: —tx(t)@dx—(s), conRC = alaRC de X (s)

setendréd que t-e™™ -u(t)@%, con RC: Re(s)>-a:
(s+a)

Es claro que la transformada tiene un polo doble en S =—a y no tiene ceros.



