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(15p) 1 Encontrar el desarrollo de la funcién u =u(x,t) en el origen hasta los
términos de orden menor o igual a dos si:
U, =Uu+cosu,

u(O,x)=7zx—%x2

Solucion:
Las funciones que aparecen en el problema son analiticas, se cumplen las condiciones del
teorema de Cauchy-Kovalevsky y se puede encontrar la solucion en serie de Taylor en el

origen. La solucién resulta:
1
u(t,x):ﬁx—t—£x2+7zxt——t2+ O]
4 2

(25p) 2 Hallar u(x,t) si Uy =Uy,; 0< X<z, 0<t, con condiciones de contorno tipo

Dirichlet nulas y condiciones iniciales u(x,0)=0y u,(x,0)=sen(2x).

Solucion:
Aplicando el método de separacion de variables con las condiciones de contorno U (O,t) =0,

u (ﬂ,t) =0 se obtiene la solucién en la forma

u(x,t)= Zw:(An cosnt+ B, sennt)sen(nx). Por las condiciones iniciales:

n=1
u(x,0)=0=0= i (A, cos0+ B, sen0)sen(nx) ZAhsen(nx) y por tanto
n=1 n=1
A =0.
u, (x,0)=sen(2x) = sen(2x) i nB, cos0)sen(nx), y por tanto

n=1
1
B,=0,sin#2,y 2B,=1=B, _E
La solucién resulta entonces:

u(x,t):%sen(Zt)sen(Zx) N

(L5p.) 3 Hallar la serie de Laurent en el origen de la funcion:

¢, Qué tipo de singularidad tiene la funcion en el origen?



Solucion:

Para hallar la serie de Laurent se puede utilizar la serie de Taylor de la funcién

0

g(z)=e*=> (anz!)" . De donde: f(z)= Z% A
n=0

n=1
Como la serie de Laurent resulta una serie de potencias, la singularidad en el origen es
_ _ : . e* -1
evitable. Notese, también que lim f (Z) =lim =a. [
z—0 z—0 Z

30p) 4 calcular las siguientes integrales mediante integracion en el plano

complejo:
sen z dz = dX
(a) ; (b) Z
.\3 0
Zqi (z - |) 1+ X
Solucion:
(a) La integral es sobre la circunferencia de centro el origen y radio 2. La funcion subintegral
tiene un polo de tercer orden en el interior de la curva, en el punto Z =i . Se puede aplicar

el teorema de Cauchy para las derivadas, con f(z)=senz, y por tanto

f "(Z) =—8en z, por lo que resulta:

senzdz 27z ,,,. . el —e 7[( l)
—=——f"(i)=—xiseni=—zi—F—="| e-=
‘Z‘:Z(Z_i) 2' 2| 2

(b) La funcién subintegral es par, por lo que podemos calcular la integral sobre el intervalo
(—oo,+oo), para lo que usamos la curva y formada por el segmento [—R,+R] y la

semicircunferencia superior de centro el origen y radio R, O, es decir
. 3.

=i =i
y= [—R, +R] U 0 . Hay dos polos interiores al recinto: 4, e 4 :

R 0 R

=— = — 1 _ Para hallar | integramos en el recinto de la
01+x* 29=1+x* 2 J



figura y tomamos limites cuando R tiende a infinito:

dz
J‘1+z -[R1+z J.5R1+z4

. +R (dz -
R;>O,ycomoJ‘R1 S

Por el Lema 1 de Jordan j
+2

&1+2*
por el teorema de los Residuos resulta:

7 3li
I :27zi(Res(f,a)+ReS(f,b)),siendo a=e* b=e*
Como

Res(f,e“ij— lim [z—e“ijl L 2 :(por L'Hopital):
% +1

1 oz efi Sz, gt
—lim—=lim -2 =-%_ yRes| f,e* |=-
5 473 i 47° y ( ]

K
L) z
z—>e4 z—e4

et eg‘f .. (j Jz. 2

Setiene | = 27| ————— [=—Zi2Im| e* |=—7i—i=7—.
4 4 2 2 2
J‘w dx 1 | 72
Y finalmente la integral pedida resulta: ==l=—
P ol+xt 2 4

(15p.) 5 (a) calcular la transformada Z de la sefial de tiempo discreto
2" si0<n<N
x[n] =
0 enotro caso

Dar la region de convergencia y hallar los ceros y los polos de la
transformada.

Solucion:

Por la definicion de transformada Z se tiene:

-0 n=0 n=0 _
22
1_(1JN+1 » o
2z 2z) -1 2z 2z) " -1
De donde X (z)= : :((2)2_1) e _ (22) .
11 @) (D)
z

Por tanto para Z=0, X ( ) tiene un polo de orden N .
Los ceros del numerador son las raices de orden N+1 de 1 divididas por 2, pero una de ellas, el

1 . . .
valor Z=—, es raiz también del denominador, por lo que en ese valor se tiene una

singularidad evitable. Por tanto la Region de Convergenciade X (z) es (C—{(O, O)} O



