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SOLUCIONES

(2.0p.) 1.- Resolver el problema de valor inicial siguiente y justificar si la solucién del
problema es dnica.

yz, + Xz, = 2xyz, siendo z =t* sobre la curva inicial
C: x=t, y=t O<t<+w

Solucidn:
La ecuacion se puede escribir de forma equivalente como: d_x = ﬂ = i es decir el
y X 2Xxyz
. dy dx .
campo vectorial V = (P,Q, R) = (Y, X,2xyz). Como PE_E =t-1-t-1=0, 0 bienel

problema de valor inicial no tiene solucion, o bien tiene infinitas soluciones.
Ademas como el vector V = (P,Q,R) = (t,t,2t3) no es proporcional al vector tangente

a la curva inicial T(t) = (1,1,0) en ningdn entorno de t = 0, por tanto el problema no tiene
ninguna solucién. (Ver Zachmanoglou & Thoe, pags. 70 y 71).

(2.0p.) 2.- Demostrar la unicidad de solucién del problema de la ecuacion de ondas con
condiciones de frontera homogéneas:
c’u, =u,, 0<x<L; t>0 y condiciones iniciales: u(x,0)= f(x); 0<x<L,
y u,(x,0)=9g(x); 0<x< L. Considerar el funcional:

1(t) = I(t,w) :%j:(wf +Cizwf) d x

Solucion:
Supongamos dos soluciones del problema, u,(X,t), U,(X,t) y consideremos
W(X,t) =u,(X,t) —U,(x,t). Entonces W(X,t) es solucién de la misma EDP con condiciones de
contorno e iniciales nulas.

Es claro que |I(t) > 0| Ademés % = %J.OL(ZWXWXt + CizZWth)dX = J.OL(WXWXt +W,W,, )dX,

donde integrando por partes la segunda parte de la integral se tiene

dl L g L d Lol ] )
E = J‘O (WXWXt + Wthx) X= J.OWXWXI X +WtWX ]0 - J.OWXWXt X = W’[WX ]0

i i dI - - - - -
Donde, por las condiciones de contorno, resulta que o 0| Ademas, por las condiciones iniciales

[(0) = 0| Por lo encuadrado, se tiene que ‘ I(t)=0 Vt> O‘. Por tanto la funcion sub-integral es
idénticamente nula, es decir, w,(X,t) =0, w,(x,t) = 0. Por tanto w(X,t) = u,(X,t) — u,(X,t) es
constante, y considerando las condiciones (iniciales y de contorno) resulta que w(x,t) =0, es decir
(X, t) = u,(x,1).




(1.5p.) 3.- Considerar el siguiente problema de valor inicial para una ecuacion en
derivadas parciales de segundo orden con dos variables independientes:
u, =u, +u,, 0<x<L; t>0,con condiciones iniciales
u,(x,0) = x; y u(x,0)= x*. Encontrar la serie de Taylor de la funcién u

alrededor del origen hasta el orden dos usando las condiciones inicialesy la EDP
del problema.

Solucién:

Es claro que las funciones que aparecen son funciones analiticas, por tanto, aplicando el
teorema de Cauchy-Kovalevsky, se podra obtener la solucion del problema en forma de serie
de Taylor alrededor del origen. Derivando adecuadamente se obtiene:

u(0,0)=0

u,(x,00=2x—->u,(0,0)=0

u,(x,0)=x—-1,(0,0)=0

u,(x,0)=2—->u,(0,0)=2

u,(x,0)=1—-u,(0,0)=1

u,(0,0)=u,(0,0)+u,,(0,0) > u,(0,0)=0+2=2

Por tanto la aproximacion pedida es ‘u(x,t) = X2+ xy +t

3.0p.) 4.- Deducir la distribucion de temperatura u(x,t) en una cuerda de longitud L
(u =u,; 0<x<L, 0<t)enlaque los extremos se encuentran aislados
(u (0,t)=0; u,(L,t)=0)y ladistribucién inicial de temperatura viene dada
por lafuncién ¢(x) (es decir u(x,0) = ¢(x)). cCudl es el régimen
estacionario de temperatura? ;Como lo interpretas?

Solucion:
Aplicando el método de separacion de variables se obtiene la solucion en la forma

00 _ﬁ L
u(x,t)=%+>ae tcos(”T” X) con a, = —J.O¢(x)cos(”T” x)dx por la condicion inicial.

n=1

El régimen estacionario de la solucion se obtiene haciendo tender t hacia infinito. Es decir

0 2.2
. . -~ . L L
tanto, limu(x,t) = lim % + Zane ¥ cos(%E x) = % . Es decir el régimen estacionario es el
t—>ow t—o0

. n=1

L
valor medio de la temperatura en la cuerda de longitud L, porque a, = %J.O¢(x)dx.

(1.5p.) 5.- Convergencia absoluta y convergencia condicional de series huméricas.
Conceptos y principales resultados.

Solucion:



o0
Una serie numeérica de términos arbitrariamente positivos y negativos Z X, se dice
n=1
absolutamente convergente si converge la serie de los valores absolutos, es decir si la serie

o0

Z|xn| es convergente. Convergencia absoluta implica convergencia, pero el reciproco es falso
n=1
como manifiesta el ejemplo siguiente:

i n+l
La serie Z% es convergente (por el teorema de Leibnitz, por ejemplo) pero no
n=1

o0

absolutamente convergente pues Zw:|xn| =>
n=1 n=1

(71)n+1

n

=" que es divergente.
n=1

0
Por otro lado una serie de términos arbitrariamente positivos y negativos Z X, se dice que es
n=1
incondicionalmente convergente si cualquier reordenacion suya converge (al mismo nimero).
Se tienen los siguientes resultados fundamentales:
Teorema de Dirichlet: Una serie es absolutamente convergente si y solo si es
incondicionalmente convergente.
Teorema de Riemann: Si una serie es convergente, pero no incondicionalmente convergente,
entonces hay una reordenacion suya que convergen a cualquier nimero prefijado, que es
oscilante, o incluso gue es divergente.
Este Gltimo teorema se puede explicar mas del siguiente modo:

o0 o0
Sea una serie numérica de términos arbitrariamente positivos y negativos »_ X, y sean » U,

n=1 n=1

y Zvn las series de los términos positivos y de los términos negativos respectivamente de la
n=1

o0
serie )_ X, . Entonces:
n=1

o0 o0
a) Si Y U,y Y.V, son convergentes entonces la serie inicial es incondicionalmente

n=1 n=1

convergente y ademds » X, = > U, + > V,.
n=1 n=1 n=1

o0 o0
b) Si unade las dos series () u, 6 »_V,) es divergente, entonces la serie inicial es
n=1 n=1

incondicionalmente divergente, y

00 o0
c) Siambas series () U, y Y V,) son divergentes, entonces hay una reordenacion de la
n=1 n=1
serie inicial que converge a cualquier namero prefijado, que es oscilante, o incluso que es
divergente.
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